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Nimeros y su representacién

Representacién posicional
Nimeros racionales
Cambio de base

Representacién posicional de un nimero

@ La representaciéon posicional se basa en el siguiente teorema:

Teorema

Sea b > 1 un entero. Cualquier entero positivo n puede escribirse
de modo tnico como

k
n:Zajbj:akbk—|—ak,1bk_1+---—|—alb+ao, (1)
j=0

con0<aj<b-—1paraj=0,...,k yax#0.

@ Con ello, la representacién posicional de n es

n= (ak, ak—1,---,40),
£5% Universidad

0, mas sencillamente, axak_1 ... agp.
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Nimeros y su representacién

Representacién posicional
Nimeros ra
Cambio de

Bases de las representaciones

@ Podemos utilizar cualquier base b, fijada, para representar los
nimeros. En la vida corriente, se usa la base 10, o decimal.

Observacion

Dentro de un computador solo podemos almacenar bits; por ello,
una de nuestras formas de representar los ndmeros (positivos) serd
la binaria en donde los coeficientes a; de la férmula (1) solo
pueden tomar los valores 0 y 1.
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Ndmeros y su representacién .
y P! Representacién posicional

Niimeros racionales
Cambio de base

Representacién de nimeros racionales

@ Los nimeros racionales se escriben canénicamente como
cociente de dos ndmeros enteros coprimos (o sea, primos
entre si).

@ La representacion posicional admite también nimeros
racionales siempre que podamos conseguir que el denominador
pueda escribirse como una potencia de la base b.

@ Los irracionales y aquellos racionales que no admitan lo dicho
en el punto anterior pueden representarse en notacién
posicional tomando el racional representable mas préximo.
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Ndmeros y su representacién .
y P! Representacién posicional

Niimeros racionales
Cambio de base

Representacién de nimeros racionales

@ Supongamos el niimero r = [g}, sea b nuestra base y hemos
conseguido que sea g = b°. Entonces podremos escribir:

k i k
p 2ji—oPit -
D L L

@ Si k > s, este nlmero podemos escribirlo asi:

r = (PkPk—1-""Ps, Ps—1 " P0) ;

en donde los coeficientes ps_1, ..., po afectan a potencias
negativas de la base b.
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Ndmeros y su representacién .
y P! Representacién posicional

Nimeros racionales
Cambio de base

Cambio de base

@ Supongamos dos bases b; y by. Sea un nimero real
(truncado) u, v (u es la parte entera, v la parte fraccionaria).

@ En la base b1, u= (px_1px—2" -~po)b1,

v=(,p-1p-2-p—t)p,» con £ >0.

En la base by, u= (qk-19k—2"""qo)p,

v=1{(,9-19-2""+G-L)p,, con L > 0.

@ Queremos pasar de la representacién en b; a la representacién
en by.
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Nimeros y su representacién

Representacién posicional
Nimeros racionales
Cambio de base

Cambio de base

Procedimiento para obtener la parte entera

Dividir sucesivamente (u)p, por (b2)s,. Los restos que vayan
saliendo, gj, son los digitos de (u)p,, empezando por go hasta
adK—-1-

Procedimiento para obtener la parte fraccionaria

Multiplicar sucesivamente (v)p, por (b2)s,. La parte entera que
salga serdn los digitos de (v)p,, empezando por gq_; hasta q_;.
Quitar la parte entera obtenida antes de volver a multiplicar.

Observacion

Como es logico, el procedimiento para cambiar de base la parte
entera es aplicable, en particular, a niimeros enteros. ersidad
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Nimeros y su representacién S . ~
Representacién posicional

Nimeros racionales
Cambio de base

Ejemplo: cambiar 22,375 de base 10 a base 2

o Parte entera: u = 22

dividendo | cociente | resto
22 11 0
11 5 1
5 2 1
2 1 0
1 0 1

@ Parte fraccionaria: v =, 375
multiplicando | producto | parte entera

0,375 0,75 0
0,75 1,5 1
05 1,0 1

@ El resultado es 10110,011
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Nimeros y su representacién

Representacién posicional
Nimeros racionales
Cambio de base

Cambio de base inverso

@ Si nos es mas familiar la aritmética en by, usamos estos
procedimientos:

Procedimiento para obtener la parte entera

Aplicamos la férmula
((-+ - ((Pk—1b1 + px—2) b1 + pk—3) b1 + -+ ) b1 + p1) + po.

Procedimiento para obtener la parte fraccionaria

«Correr la coma hacia la derecha>, multiplicando por b{ y luego
dividir por b{.
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Nimeros y su representacién

Ejemplo: cambiar 10110,011 de base 2 a base 10

o Parte entera: v = 10110
((2x14+0)x2+1)x24+1)x240=22.
@ Parte fraccionaria: v =,011

(,011), x 2% (011), (2x0+1)x2+1 3
> i 5 =g = 0375

El resultado es 22,375.
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Definiciones basicas
Representacién de enteros
Formatos

Codificacién de niimeros

i Qué es una codificacion?

@ Sean dos conjuntos Ay B y sea una funcién f: A — B.

Definicidon

Decimos que B codifica a A por f si se verifica que f es biyectiva.

@ Supongamos ademads que cada conjunto estd dotado de su
operacién interna, es decir, (A, +), (B, ®).

Definicién
Si f(a+ b) = f(a) & f(b) para a, b € A cualesquiera, entonces
tenemos una representacion (o codificacion) fidedigna.
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Definiciones basicas
Representacién de enteros
Formatos

Codificacién de niimeros

Representacién de nimeros enteros

@ El ndmero de bits que usamos en un computador para los
nimeros binarios es lo que llamamos «ancho de palabra>, w.
@ Ordinariamente, 8, 16, 32, o 64 bits.

@ Cada uno de estos <anchos> recibe un nombre. Por ejemplo,
en lenguaje C:

char = 8 bits.
short int = 16 bits.
int = 32 bits.
long int = 64 bits.
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Definiciones basicas
Representacién de enteros
Formatos

Codificacién de niimeros

Cuadro resumen de representaciones

Binario sin signo

Con bit de signo

Coma fija . . Exceso a Z
Binario con signo
Complemento a 2

Complemento a 1

Mantisa entera
Mantisa fraccionaria

Coma flotante
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[ p Definiciones basicas
Codificacién de nimeros . .
Representacién de e

Formatos

Formato binario sin signo

@ La funcién de correspondencia que vamos a usar es,
simplemente, la del cambio a base 2, es decir:

f:R — B
n = (Xw—1,--.,%0)

tal que n = Y1t x2".

@ Para un ancho de w bits, el conjunto R ={0,1,...,2% — 1}
que se codifican como 0+ (0---0), 2% — 1 — ( -1). Por
tanto, solo nimeros positivos y el 0.

@ Realizando las operaciones en R médulo 2", esta
representacion es fidedigna.
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[ p Definiciones basicas
Codificacién de nimeros . .
Representacién de e

Formatos

Formato binario con bit de signo

@ Para manejar nimeros enteros con signo, podemos definir:
w—2

n= (—1)Xw_1 X (XW,Q, R ,X0)2 = (—l)x""_l E x;2'.
i=0

de modo que el conjunto R = {—2""t +1,... 2wl 1}
para un ancho de w bits.

@ El signo viene dado por x,,—1: si es un 0, el niimero es
positivo; en caso contrario, es negativo.

@ Esta representacion no es fidedigna pues el 0 tiene dos
representaciones (no es biyectiva) y no se conserva la
operacién de suma.
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Definiciones basicas
Representacién de e
Formatos

Codificacién de niimeros

Formato binario con exceso a /Z

@ Sea Z > 0 un ndmero entero. Para un ancho de w bits,
podemos representar nlimeros del conjunto
R={-Z,...,Z—1} aplicando la transformacién n+— n+ Z,
n€ R. Como n+ Z > 0, usamos después la representacién de
nimero binario sin signo, es decir,

w—1 )
n+2Z= Z x;i2'.
i=0

@ Observemos que, con esta estrategia, a cada nimero le
corresponde una y una sola representacién. Tipicamente, se
elige Z =21,
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Definiciones basicas
Representacién de e
Formatos

Codificacién de niimeros

Formato binario con exceso a /Z

@ La representacion no es fidedigna, pues no respeta la
operaciéon de suma. En efecto, sean n,m € R. Si los sumamos
en Z y calculamos la representacién de la suma, tenemos

(n+m)— (n+m)+Z.

Pero si sumamos en las representaciones en B, tenemos

n n+ 2
_l’_
m — m+Z
(n+m)+2Z,

que no produce el resultado correcto (el de antes).
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Definiciones basicas
Representacién de enteros
Formatos

Codificacién de niimeros

Interludio, un poco de matematicas: operacién médulo. . .

Definicién

Sea m > 0. Definimos la operacién médulo con niimeros enteros,
b= a (méd m), como el resto de la divisién entera de a entre m.
Si b=a (méd m), entonces a = q- m+ b, para cierto entero g,
con b < m. Observemos que siempre se verifica
be{0,1,...,m—1}.

v

Sim=12,y a= 39, se tiene que 3 = 37 (mdd 12). Solemos usar
las horas del reloj médulo 12, por lo que la “hora 25" es, en
realidad, la hora 1, pues 1 =25 (méd 12).

.
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Codificacién de niimeros

Formatos

y aritmética modular

Si a, b, ¢, m > 0 son enteros tales que b =a (méd m), las
siguientes férmulas se verifican

Q (a+¢) (méd m) = (b+c) (méd m),
@ (a—c¢) (méd m) = (b—c) (méd m),
Q (a-c) (méd m) = (b-c) (méd m).

Universidad
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Codificacién de ndmeros -
n de enteros

Formatos

Formato binario en complementos

@ Las representaciones mds usadas se llaman representaciones
<con complementos.

@ En realidad se trata de una aritmética modular, con un
mddulo adecuadamente elegido.
@ Como, ordinariamente, trabajamos en base 2, tenemos dos
<complementos>:
e Cuando usamos como médulo 2%, hablamos de <complemento
a 2>,

o Cuando usamos como médulo 2% — 1, hablamos de
<complemento a 1.
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Codificacién de niimeros

Formato en complemento a 2

@ Cada nimero de ese conjunto se puede representar
biyectivamente en el conjunto B, de la siguiente forma:

2wt = 27 = (L,0,...,0),
2% 141 = [2v7t41] — (1,0,...,1),
1 Y-l s (L),
0 = [0 = (00...,0),
1 - = (0,0,...,1),

[1]
2wl 2 s 2"t 2] = (0
2=l 1 — [2» -1 ~ (0,

‘f"* Universidad
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Codificacién de niimeros

n de enteros

Formatos

Formato en complemento a 2

@ En este caso, con un ancho w, podemos representar el
conjunto R = {—2w=1 .. 2v-1_1}CZ.

@ Las operaciones se hacen <mddulo 2%,
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Definiciones basicas
Representacién de e
Formatos

Codificacién de niimeros

Formato en complemento a 2

@ El complemento a 2 es una representacion fidedigna, pues es
biyectiva y la aritmética modular admite las operaciones de
suma y producto (y sus inversas).

@ Podemos manejar los niimeros positivos y negativos de una
manera homogénea, pero la representacion es asimétrica:
admite una cantidad distinta de positivos que de negativos.

@ Esta representacion se usa universalmente.
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[ p Definiciones basicas
Codificacién de nimeros . .
Representacién de enteros

Formatos

Formato en complemento a 1

@ Esta representacion es aplicable al mismo conjunto R que el
complemento a 2. No es biyectiva, pues el cero va a tener dos
representaciones en el conjunto B:

_2W_1 +1 — [2W_1] — (1? 07 ,0) 3
~1 = 2Y-21 = (1,1,...,0),
0 = Y -1 = (1,1,...,1),
0 > [0] — (0,0,...,0),
1 > [1] — (0,0,...,1),
vl 1 w— 2% 1-1] ~ (0,1,...,1)

@ Las operaciones se hacen <mddulo 2% — 1>,
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Codificacién de ndmeros -
n de enteros

Formatos

Formato en complemento a 1

o

La aritmética funciona perfectamente médulo 2 — 1.

No es una representacién fidedigna, pues el cero tiene dos
representaciones. Ambas, sin embargo, son cero médulo
2" — 1. Esto es interesante para ciertas aplicaciones.

El rango de positivos y negativos es simétrico.

Es menos usada que la anterior.
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Formato de coma fija

@ Podemos trabajar con también con nimeros que lleven
<comas:.

@ Basta con fijar la coma en una posicién y realizar las
operaciones como si se tratara de enteros normales.

@ La ventaja es que los operadores aritméticos ordinarios para
enteros son aplicables directamente a la coma fija.

@ Puede resultar interesante en ciertas aplicaciones, como la
aritmética financiera.
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Formato de coma fija

@ Para un ancho de w bits, un esquema de coma fija puede
provocar errores de truncado muy grandes, en funcién de la
magnitud de los nimeros representados.

Obsérvese el diferente efecto relativo al suprimir el bit menos
significativo en los siguientes niimeros:

a = (00000000, 0000 1001),
b (1001 0000, 0000 0001),
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Formato de coma flotante

o La idea es utilizar una representacién en que la coma no esta
fijada.

@ Cada nimero x se representa como x = +m X b€, donde

X namero representado
mantisa

base

exponente

o o 3

= (1,001), x 275
b = (1,001), x 27
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Formato de coma flotante

o El tipico formato para almacenar signo, mantisa, y exponente
es:

S exponente mantisa

Figura: Formato de coma flotante
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Campos del formato de coma flotante

signo 0 — positivo, 1 — negativo.
exponente entero en formato exceso a Z.
mantisa entera o fraccionaria

Universidad
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Formatos de mantisa y exponente

@ Entera: la mantisa es un ndmero entero, en donde usamos
alguno de los posibles formatos vistos antes (no se usa).

@ Fraccionaria: la mantisa es la parte fraccionaria, normalizada
de modo que la parte entera sea una sola cifra, distinta de
cero.

@ Exponente: Se almacena en exceso a Z = 2we—1 siendo w, el
numero de bits dedicados a almacenarlo.
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Ejemplos de coma flotante

Sea a = (1,001), x 27°. La mantisa es m = 1,001, y el exponente
e = —b. Esta mantisa ya estd normalizada.

Sea a = (10,01), x 27°. La mantisa es m = 10,01, y el exponente
e = —6. El valor de a es igual que antes, pero la mantisa no estd
normalizada, pues la parte entera tiene mas de una cifra.

Sea a = (0,1001), x 27*. La mantisa es m = 0,1001, y el
exponente e = —4. El valor de a es igual que antes, pero la
mantisa no estd normalizada, pues, aunque la parte entera tiene
una sola cifra, ésta es cero.

(102031)2 % 2;5 — %6 = 0,03515625.

Por cierto: a = o
Universidad
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Representacion ANSI/IEEE 754

o Este estandar define la cantidad de bits que se dedican a cada
campo.

@ Como el bit mas significativo de la mantisa es siempre 1, por
construccién, nunca se almacena (técnica del bit oculto).

@ Existen dos tamanos para este tipo de datos:

e tipo de dato flotante simple, float, de 32 bits en total.
e tipo de dato flotante doble, double, de 64 bits en total.

#2 Universidad
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Estandar ANSI/IEEE 754: valores especiales

@ El cero no se puede representar: por convenio se elige el
nimero con todos los bits puestos a cero.

@ Si el exponente tiene todos los bits a 0 pero la mantisa no, se
entiende que estd desnormalizada. En tal caso, si la mantisa
vale m, el nimero representado es

0,m x 27126 para flotante simple,
0, m x 271022 para flotante doble.
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Coma fija
Representacién de niimeros reales Coma flotante

Estandar ANSI/IEEE 754: valores especiales

@ Se utiliza también dos cédigos para representar el valor +o0.

e Cuando alguna operacién tiene un resultado indefinido (por
ejemplo, dividir 0/0), se elige un cédigo especial, que llama
<NaN> (Not a Number).
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Representacién de niimeros reales

Coma fija

Estandar ANSI/IEEE 754

Coma flotante

simple doble
ancho 32 bits 64 bits
mantisa 23 4+ 1 bits 52 4 1 bits
exponente 8 bits 11 bits
exceso 27 —1=127 210 1 =1023
minimo 27126 ~ 1175 x 1038 21022 ~ 3 225 x 10308
méximo 2128 _ 2104 ~ 3403 x 1038 21024 _ 2971 ~ 1 798 x 10308
cero exp=0,m=0 exp=0 m=0
desnormalizado exp=0,m#0 exp=0, m#0
+oo exp =255, m=0 exp =2047, m=0
NaN exp =255, m#0 exp = 2047, m#0

RAUL DURAN Diaz, JuaN IaNacio PE
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Tabla ISO
Tabla UTF-
Representacién de informacién alfanumérica Represent de cadenas de caracteres

Representacién de informacién alfanumérica

@ La informacién alfanumérica se codifica mediante tablas de
caracteres.

@ Las tablas de caracteres implementan la funcién biyectiva
entre cada cardcter representado y el cddigo que lo representa.

@ Cada tabla define cudntos bits codifican cada caracter
alfanumérico.
@ Existen varias tablas estandarizadas:
o Estandar ANSI/ASCII.
e Estdndares ISO8859-XX.
e Estandares Unicode, UTF-8, UTF-16.
o Estidndar IBM/EBCDIC.
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Tabla ANSI/ASCII-7
Tabla IS e
Tabla UTF-8

Representacién de cadenas de caracteres

Representacién de informacién alfanumérica

Tabla ANSI/ASCII-7

@ Se utilizan cédigos de 7 bits para codificar hasta 128
caracteres alfanuméricos y de control de impresion.
Ejemplos:

Caracter SO B A O e R A I A
Cédigo ASCII-7 | 48 | 49 | ... | 57 | 65 | ... | 90
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Tabla ANSI/ASCII-7
Tabla 1ISO8859-15
Tabla UTF-8
Representacién de informacién alfanumérica Representacién de cadenas de caracteres

Tabla 1ISO8859-15

e Utiliza cédigos de 8 bits para codificar hasta 256 caracteres
alfanuméricos y de control. Los 128 primeros cédigos son
totalmente compatibles con la tabla ASCII-7.

@ Los otros 128 cédigos estan pensados para representar
caracteres de las lenguas occidentales.

Ejemplos:
Carécter Har AT uan
Cédigo 1S08859-15 | 130 | ... | 138 | ... | 150
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Representacién de informacién alfanumérica Representacién de cadenas de caracteres

UTF-8

o Esta tabla utiliza cédigos de longitud variable, 8 o 16 bits.

@ Para cddigos menores de 128, el bit mas significativo es 0 y
UTF-8 es totalmente compatible con ASCII-7.

@ El resto de caracteres se codifican con dos bytes, el primero de
los cuales tiene su bit mas significativo a 1. Ello es un
indicador de que el cédigo es de 16 bits.

@ Observemos que el espacio de codificacién es mucho mayor y
permite codificar caracteres de muchos idiomas, incluyendo,
por ejemplo, los orientales.
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ASCII-7
9-15
Tabla UTF-8
Representacién de informacién alfanumérica Representacién de cadenas de caracteres

Ejemplos de la tabla UTF-8

wsn uxn unn

Caracter
Céd. UTF-8 | OxC3A9 | ... | OxC3A8 | ... | OxC3BB
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Representacién de informacién alfanumérica Representacién de cadenas de caracteres

Cadenas de caracteres

@ Para poder representar cadenas de caracteres en memoria hay
que ponerse de acuerdo en dos cosas:
e tipo de codificacion;
e cémo codificar la longitud de la cadena.
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Cadenas de caracteres

@ Método del «terminadors.
@ Método del «indicador de longituds.

@ Método del «descriptors.
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Tabla ANSI/ASCII-7
Tabla IS 0
Tabla UTF-8
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Método del «terminadors

@ Se usa un cddigo preconvenido para marcar el fin de la
cadena. Tipicamente se usa el 0.

@ Para ubicar la cadena, basta saber la direccién en que reside el
primer caracter.

Para representar la cadena "Hola" con tabla ISO8859-15, usamos

cinco bytes:

C® o v a7 [0
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Método del <indicador de longitud>

@ Se conviene que el primer byte (o los dos primeros bytes) de la
cadena indica(n) la longitud de ella.

@ Para ubicar la cadena, basta saber la direccidn en que reside el
primer caracter.

@ Este método limita la longitud maxima posible de una cadena.

Para representar la cadena "Hola" con tabla ISO8859-15, usamos
cinco bytes:

RAUL DURAN Diaz, JuaN IaNAcio PE
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Método del <descriptors

@ Los caracteres de la cadena se escriben sin mds a partir de
una posiciéon de memoria.

@ Para ubicar la cadena, hacen falta la direccién en que reside el
primer cardcter y su longitud.

Para representar la cadena "Hola" con tabla ISO8859-15, usamos
cuatro bytes:

P& o o [

Pero necesitamos saber la posicion de memoria en donde reside la
cadena y, ademads, su longitud. La combinacién de estas dos

informaciones se suele llamar descriptor. | 4
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